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II - HỆ BẤT PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT HAI ẨN 

a) Tìm GTLN và GTNN của biểu thức  ,  F x y ax by trên một miền đa giác 

Ví dụ: Xác định miền nghiệm của hệ bất phương trình 

3 3 0

2 3 6 0

2 4 0

x y

x y

x y

  

   

   

 (I) 

Giải 

Trước hết, ta vẽ ba đường thẳng 

 

 

 

1

2

3

: 3 3 0

: 2 3 6 0

: 2 4 0

d x y

d x y

d x y

  

   

  

 

Thử trực tiếp ta thấy (0;0)  là nghiệm của cả ba bất 

phương trình. Điều đó có nghĩa là gốc tọa độ thuộc 

cả ba miền nghiệm của ba bất phương trình của hệ 

(I). Sau khi gạch bỏ các miền không thích hợp, miền 

không tô đậm trên hình (không kể biên là miền 

nghiệm của hệ (I). 

b) Tìm cực trị biểu thức F = ax + by trên một miền đa giác 

Các bước làm bài 

Bước 1: Đặt ẩn số phụ x  và y  tương ứng với các đại lượng mà đề bài cho. 

Bước 2: Thiết lập các điều kiện cho x  và y  và biểu thức cần tìm giá trị lớn nhất (hoặc nhỏ 

nhất) phụ thuộc vào x  và y . 

Bước 3: Đặt tất cả các điều kiện của x  và y  là cùng một hệ. Biểu diễn miền nghiệm của 

hệ trên. 

Bước 4: Tìm đỉnh của miền nghiệm của hệ trên. 

Bước 5: Tính giá trị của biểu thức cần tìm giá trị lớn nhất (hoặc nhỏ nhất) tại các đỉnh của 

miền nghiệm rồi chọn ra giá trị lớn nhất (hoặc nhỏ nhất) theo yêu cầu của đề bài. 
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c) Áp dụng vào bài toán kinh tế 

Ví dụ: Người ta dự định dùng hai loại nguyên liệu để chiết xuất ít nhất 140 kg chất A và 9 

kg chất B . Từ mỗi tấn nguyên liệu loại I giá 4 triệu đồng, có thể chiết xuất được 20 kg chất 

A và 0,6 kg chất B. Từ mỗi tấn nguyên liệu loại II giá 3 triệu đồng, có thể chiết xuất được 

10 kg chất A và 1,5 kg chất B. Hỏi phải dùng bao nhiêu tấn nguyên liệu mỗi loại để chi phí 

mua nguyên liệu là ít nhất, biết rằng cơ sở cung cấp nguyên liệu chỉ có thể cung cấp không 

quá 10 tấn nguyên liệu loại I và không quá 9 tấn nguyên liệu loại II? 

Phân tích bài toán: Nếu sử dụng x  tấn nguyên liệu loại I và y  tấn nguyên liệu loại II thì 

theo giả thiết, có thể chiết xuất được  20 10x y kg chất A và  0,6 1,5x y kg chất B . 

Theo giả thiết, x  và y  phải thỏa mãn các điều kiện: 

0 10 0 10

0 9 0 9

20 10 140 2 1 70

0,6 1,5 9  2 5 30

x x

y y

x y x y

x y x y

 
 
 

 


   

   

  








 

 

Tổng số tiền mua nguyên liệu là ( ; ) 4 3T x y x y  . 

Bài toán đã cho trở thành:  

Tìm các số x  và y  thỏa mãn hệ bất phương trình 

0 10

0 9

2 14

2 5 30

x

y

x y

x y

 
  


 
  

sao cho  ; 4 3T x y x y   

có giá trị nhỏ nhất. 

Để giải bài toán này, ta thừa nhận rằng biểu thức 

 ;T x y  có giá trị nhỏ nhất (hoặc lớn nhất) và giá 

trị ấy đạt được tại một trong các đỉnh của tứ giác 

ABCD. Bằng cách tìm tọa độ các đỉnh A, B, C, 

D rồi so sánh các giá trị tương ứng của  ;T x y , 

ta được  5;4 32T   là giá trị nhỏ nhất. 

Vậy để chi phí nguyên liệu ít nhất, cần sử dụng 5 

tấn nguyên liệu loại I và 4 tấn nguyên liệu loại II 

(khi đó, chi phí tổng cộng là 32 triệu đồng). 



 

 

SỔ TAY THẦN THÁNH CÔNG THỨC TOÁN THPT 

27 

II – HÀM SỐ BẬC HAI 

1. Hàm số bậc hai  

Có dạng:    2 0y f x ax bx c a     . Đồ thị là parabol  P  với: 

 Đỉnh: ;
2 4

b
I

a a

 
  

 
 

 Trục đối xứng: 
2

b
x

a
   

 Bề lõm quay lên trên nếu 0a  , quay xuống dưới nếu 0a  . 

 Cách tìm tọa độ đỉnh bằng CASIO:  

Chọn tính năng giải phương trình bậc hai 

Ví dụ: Tìm tọa độ đỉnh của hàm số 2 2 3y x x   : 

Bấm: w922 
 

Bấm: ==== 
 

Vậy tọa độ đỉnh của hàm số 2 2 3y x x    là  1; 4I   

 

 

 

Chú ý: Nếu phương trình 2 0ax bx c    có hai nghiệm 1 2,x x  thì  P  cắt trục hoành tại 

hai điểm có hoành độ là 1 2,x x . 

0a   0a   

  

min
4 2

b
y x

a a


    


 max

4 2

b
y x

a a


    


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2. Nghiệm của phương trình bậc hai 

Xét phương trình bậc hai  2 0 0ax bx c a    . 

Biệt thức: 2 4b ac   ;  biệt thức thu gọn: 2b ac     với 
2

b
b  . 

TH1:  0 0     

Phương trình có 2 nghiệm phân biệt: 
2

b b
x x

a a

       
   

 
 

TH2:  0 0    : Phương trình có nghiệm kép 
2

b
x

a
   

b
x

a

 
  

 
 

TH3: 0  : Phương trình vô nghiệm. 

3. Khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số bậc hai 

Cho hàm số bậc hai  2  0y ax bx c a    . 

0a   0a   

 

 

Với 0a  thì hàm số nghịch biến trên khoảng ;
2

b

a

 
  

 
;  

đồng biến trên khoảng ;
2

b

a

 
  

 
 

Với 0a  thì hàm số đồng biến trên khoảng ;
2

b

a

 
  

 
;  

nghịch biến trên khoảng ;
2

b

a

 
  

 
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IV - HÀM SỐ LOGARIT 

Định nghĩa:  

Hàm số  log ,  0,  1ay x a a    được gọi là hàm số logarit cơ số a .  

log , 1ay x a 
 

log , 0 1ay x a  
 

1. Tập xác định:  0; . 

Tập giá trị: T   . 

1. Tập xác định:  0; . 

Tập giá trị: T   . 

2. Sự biến thiên 

 Hàm số đồng biến trên  0; . 

 Giới hạn đặc biệt:  

0
lim log ,  lim loga a

xx
x x

 
    . 

 Tiệm cận:  

Oy  là tiệm cận đứng. 

2. Sự biến thiên 

 Hàm số nghịch biến trên  0; . 

 Giới hạn đặc biệt:  

0
lim log ,  lim loga a

xx
x x

 
    . 

 Tiệm cận: 

Oy  là tiệm cận đứng. 

3. Đồ thị  

 

3. Đồ thị 

 

Đồ thị của hàm số logarit  log ,  0,  1ay x a a    luôn đi qua các điểm  1;0  và  ;1 ,a  

nằm phía bên phải trục tung. 
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Mối liên hệ giữa đồ thị hàm mũ và đồ thị hàm logarit 

Đồ thị của các hàm số xy a  và  log  0,  1ay x a a    đối xứng với nhau qua đường 

thẳng .y x  

 

So sánh hai logarit 

Cho 0 1a   và , 0b c  . Khi đó: 

 Với 1a  : log loga ab c b c   .    

 Với 0 1a  : log loga ab c b c   . 

V - MỘT SỐ BÀI TOÁN LÃI SUẤT, BÀI TOÁN THỰC TẾ 

1. Bài toán lãi kép  

 Gửi vào ngân hàng số tiền là A  đồng, với lãi suất là r  trên một kì hạn.  

 Sau n  kì hạn  1n  , số tiền cả vốn lẫn lãi là:  1
n

T A r  . 

2. Bài toán tiền gửi hàng tháng 

 Hàng tháng gửi vào ngân hàng số tiền là A  đồng (gửi đầu tháng) với lãi suất hàng tháng 

là r .  

 Tổng số tiền sau n  tháng  1n   là:    1 1 1
nA

T r r
r

    
 

. 

3. Bài toán vay trả góp 

 Vay vốn A  đồng, lãi suất mỗi tháng là r , mỗi tháng trả a  đồng (trả cuối tháng).  

 Số tiền nợ còn lại sau n  tháng  1n   là:    1 1 1
n na

T A r r
r
     
 

. 
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4. Bài toán gửi ngân hàng và rút tiền gửi hàng tháng 

 Gửi ngân hàng số tiền là A  đồng với lãi suất %r /tháng. Mỗi tháng vào ngày ngân hàng 

tính lãi, rút ra số tiền là a  đồng.  

 Số tiền còn lại sau n  tháng là:  
 1 1

1

n

n r
T A r a

r

 
   . 

5. Bài toán tăng lương 

 Lương khởi điểm là A  đồng/tháng. Cứ sau n  tháng thì lương được tăng thêm %r /tháng.  

 Tổng số tiền nhận được sau kn  tháng là: 
 1 1

k

kn

r
S Ak

r

 
 . 

VI - PHƯƠNG TRÌNH MŨ 

1. Phương trình mũ cơ bản 

Phương trình:   0,  1xa b a a    

 Với 0b  , ta có:  logx
aa b x b   . 

 Với 0b  , phương trình đã cho vô nghiệm. 

2. Biến đổi, quy về cùng cơ số 

Nếu 0; 1a a   thì phương trình:        f x g xa a f x g x     

3. Đặt ẩn phụ 

Loại 1. Phương trình dạng    2. . 0f x f xm a n a p   . 

 Ta đặt    0f xt a t   đưa về dạng phương trình ẩn t ta được: 2. . 0m t n t p   . 

 Với phương trình:      3 2. . . 0f x f x f xm a n a p a q     ta cũng đặt    0f xt a t   đưa về 

phương trình bậc 3 đối với ẩn t. 
Loại 2. Phương trình dạng  

         22.A . . 0
f x f xf xm n AB p B      (2). 

 Chia 2 vế của phương trình (2) cho    2 f x
B  ta được : 

         22
.A . . 0

f x f xf x
PT m n AB p B   

   2

. . 0
f x f x

A A
m n p

B B

   
      

   
 

 Đặt 
 

 0
f x

A
t t

B

 
  
 

 suy ra 2. . 0m t n t p   . 
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4. Logarit hóa 

Thường dùng khi phương trình không đưa được về cùng cơ số 

 Phương trình  

 

0 1,  0

log
f x

a

a b
a b

f x b

  
  


. 

 Phương trình  
           log log .logf x g x f x g x

a a aa b a b f x g x b      

VII - PHƯƠNG TRÌNH MŨ 

1. Phương trình cơ bản 

Là phương trình có dạng      log log   1a af x g x , trong đó  f x  và  g x  là các hàm 

số chứa ẩn x  cần giải. 

Cách giải 

 Điều kiện:  

 

0; 1

0

0

a a

f x

g x

  







 

  (1)    f x g x  . 

Chú ý: 

 Với dạng phương trình    log b
a f x b f x a   . 

 Đẩy lũy thừa bậc chẵn: 2log 2 logn
a ax n x , nếu 0x   thì 2log 2 logn

a ax n x . 

 Với phương trình sau khi biến đổi được về dạng  

   
 

   
2

0g x
f x g x

f x g x


  

    

. 

2. Đặt ẩn phụ 

Phương trình dạng    
2

. log .log 0a am f x n f x p      

 Điều kiện 
 

0; 1

0

a a

f x

 



 

 Ta đặt  logat f x . Phương trình trở thành: 2. . 0m t n t p   . 
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3. Phương pháp mũ hóa 

Thường dùng khi phương trình không đưa được về cùng cơ số 

Phương trình    log loga bf x g x        (với 0; 1a a  ). 

 Ta đặt    
 

 
log log

t

a b t

f x a
f x g x t

g x b

 
         


 

  phương trình mũ ẩn t . 

 Sử dụng tính đơn điệu của hàm số hoặc đặt ẩn phụ để giải phương trình mũ ẩn t . 

VIII - BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ 

1. Bất phương trình mũ cơ bản 

Xét bất phương trình  ,  0, 1xa b a a   . 

 Với 1a   thì bất phương trình logx
aa b x b   . 

 Với 0 1a   thì bất phương trình logx
aa b x b   . 

2. Đưa về cùng cơ số 

Xét bất phương trình    f x g x
a a . 

 Nếu 1a   thì        f x g xa a f x g x    (cùng chiều khi 1a  ). 

 Nếu 0 1a   thì        f x g xa a f x g x   (ngược chiều khi 0 1a  ). 

 Nếu a chứa ẩn thì          1 . 0f x g xa a a f x g x        

3. Logarit hóa 

Thường dùng khi phương trình không đưa được về cùng cơ số 

Xét bất phương trình dạng:    f x g x
a b  (*) (với 1; 0a b  ). 

 Lấy logarit 2 vế với cơ số 1a   ta được: 

       (*) log log logf x g x

a a aa b f x g x b    . 

 Lấy logarit 2 vế với cơ số 0 1a   ta được: 

       (*) log log log
f x g x

a a aa b f x g x b    .  
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IX - BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ 

1. Bất phương trình logarit cơ bản 

Xét bất phương trình  log  0, 1a x b a a   . 

 Nếu 1a   thì log b
a x b x a    . 

 Nếu 0 1a   thì log 0 b
a x b x a    . 

2. Đưa về cùng cơ số 

Xét bất phương trình    log loga af x g x   0, 1a a  . 

 Nếu 1a   thì        log loga af x g x f x g x    (cùng chiều) 

 Nếu 0 1a   thì        log loga af x g x f x g x    (ngược chiều) 

 Nếu a chứa ẩn thì    
   

     

0; 0
log log

1 0
a a

f x g x
f x g x

a f x g x

  
  

     

 

X - BÀI TOÁN CHỨA THAM SỐ M 

Bài toán 1: 

Tìm tham số m để  ; 0f x m   có nghiệm (hoặc có k nghiệm) trên miền D. 

Bước 1:   

 Xét phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị hàm số và cô lập m , đưa về dạng: 

     1f x m  

 Số nghiệm của (1) chính là số giao điểm của đồ thị hàm số  y f x  và đường thẳng 

y m . 

Bước 2: Khảo sát hàm số  y f x  bằng CALC - TABLE 

 Tìm TXĐ của hàm số  f x  rồi CALC (r) các giá trị đặc biệt để phác họa được đồ thị 

hàm số  f x  chính xác nhất: 

x   :  r 9X 10  (Đối với hàm mũ: r X 10 ) 

:x    r 9X 10   (Đối với hàm mũ: r X 10  ) 

Điểm không xác định của hàm số  f x :  

0x x : r 9
0X 10x    và 0x x : r 9

0X 10x    
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 Dùng TABLE (w8) để khảo sát đồ thị hàm số  y f x . Quan sát bảng giá trị để 

phác họa đồ thị hàm số  f x .  

Chú ý:  
 Ta cần đưa máy về chế độ 1 hàm: qwRR11   

 Quy ước khi nhập Start và End trong TABLE: 
10

10

  

 

 

 Với bài toán tìm giá trị của m để bài toán có nghiệm thì điều kiện của m là: 

   min maxf x m f x   (không cần vẽ BBT chỉ cần dùng TABLE để tìm Min và Max 

của hàm số  f x ) 

Bài toán 2: 

Tìm tham số m để  ; 0f x m   hoặc  ; 0f x m   có nghiệm trên D. 

Bước 1. Tách m ra khỏi biến số x và đưa về dạng  m f x  hoặc  .m f x  

Bước 2. Khảo sát hàm số  y f x  bằng CALC – TABLE  

 Tìm TXĐ của hàm số  f x  rồi CALC (r) các giá trị đặc biệt để phác họa được đồ thị 

hàm số  f x  chính xác nhất: 

x   : r 9X 10  (Đối với hàm mũ: r X 10 ) 

:x    r 9X 10   (Đối với hàm mũ: r X 10  ) 

Điểm không xác định của hàm số  f x :  

0x x : r 9
0X 10x     và 0x x : r 9

0X 10x    

 Dùng TABLE (w8) để khảo sát đồ thị hàm số  y f x . Quan sát bảng giá trị để 

tìm  min
D

f x  hoặc  max
D

f x . 

Bước 3. Dựa vào bảng biến thiên để xác định giá trị của tham số m  để bất phương trình có 

nghiệm: 

  m f x  có nghiệm trên D  max
x D

m f x


  . 

   m f x  có nghiệm trên D  min
x D

m f x


  . 

  m f x  nghiệm đúng  min
x D

x D m f x


     

 m m  nghiệm đúng  max
x D

x D m f x


    .  
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III – HÀM SỐ BẬC BỐN TRÙNG PHƯƠNG 

1. Cực trị hàm số trùng phương  

     4 2: 0C f x ax bx c a     

Đạo hàm: 34 2y ax bx   . Khi đó 3

2

0

4 2 0

2

x

y ax bx b
x

a


    
  


 

Hàm số trùng phương có 1 điểm cực trị hoặc có 3 điểm cực trị 

 Hàm số có 1 điểm cực trị 0y   có 1 nghiệm 2

2

b
x

a
    vô nghiệm hoặc có 

nghiệm bằng 0 0 0
2

b
ab

a
     . 

 Hàm số có 3 điểm cực trị 0y   có 3 nghiệm phân biệt 0 0
2

b
ab

a
     . 

Hàm số có 1 điểm cực trị  

0ab   

Hàm số có 3 điểm cực trị  

0ab   

    
Hàm số có đúng 
1 điểm cực trị và 
điểm cực trị đó là 
điểm cực tiểu 


0

0

a

b





 

Hàm số có đúng 
1 điểm cực trị và 
điểm cực trị đó là 
điểm cực đại 


0

0

a

b





 

Hàm số có 2 điểm cực 
tiểu và 1 điểm cực đại 


0

0

a

b





 

Hàm số có 1 điểm cực 
tiểu và 2 điểm cực đại 


0

0

a

b





 

2. Một số điều kiện liên quan các điểm cực trị của đồ thị bậc bốn trùng 

phương 

Giả sử đồ thị hàm số 4 2y ax bx c    có 3 điểm cực trị 

 0; , ; , ;
2 4 2 4

b b
A c B C

a a a a

    
          

   
 tạo thành tam giác ABC  với 

4

2
, 2

2 216

b b b
AB AC BC

a aa
      thỏa mãn dữ kiện:  
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Dữ kiện Công thức  

1. Tam giác ABC  vuông cân tại A  38 0a b   

2. Tam giác ABC  đều 324 0a b   

3. Tam giác ABC  có góc BAC   
3 28 . tan 0

2
a b


   

4. Tam giác ABC  có diện tích 0ABCS S    
23 5

032 0a S b   

5. Tam giác ABC  có diện tích 0max S S  
5

0 332

b
S

a
   

6. Tam giác ABC  có bán kính đường tròn nội tiếp 0ABCr r   

2

0
3

4 1 1
8

b
r

b
a

a


 

  
 
 

 

7. Tam giác ABC  có độ dài cạnh 0BC m  2
0 2 0am b   

8. Tam giác ABC  có độ dài 0AB AC n   2 2 4
016 8 0a n b ab    

9. Tam giác ABC  với 2 điểm cực trị ,B C Ox  2 4 0b ac   

10. Tam giác ABC  có 3  góc nhọn  38 0b a b   

11. Tam giác ABC  có trọng tâm O  2 6 0b ac   

12. Tam giác ABC  có trực tâm O  3 8 4 0b a ac    

13. Tam giác ABC  có bán kính đường tròn ngoại tiếp 

ABCR R   

3 8

8

b a
R

a b


  

14. Tam giác ABC  cùng điểm O  tạo hình thoi 2 2 0b ac   

15. Tam giác ABC  có O  là tâm đường tròn nội tiếp 3 8 4 0b a abc    

16. Tam giác ABC  có O  là tâm đường tròn ngoại tiếp 3 8 8 0b a abc    

17. Tam giác ABC  có cạnh BC kAB kAC    3 2 2. 8 4 0b k a k    

18. Trục hoành chia tam giác ABC  thành 2 phần có diện tích 
bằng nhau 

2 4 2b ac  

19. Ba điểm cực trị , ,A B C  cách đều trục hoành 2 8 0b ac   
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IV – HÀM SỐ PHÂN THỨC BẬC NHẤT/BẬC NHẤT 

1. Các dạng đồ thị 

Hàm số phân thức bậc nhất trên bậc nhất  0, 0
ax b

y c ad bc
cx d


   


 

0ad bc   0ad bc   

  

2. Dấu hệ số 

Tiệm cận đứng 
d

x
c

  : 

- Nằm bên trái Oy : 0cd  . 

- Nằm bên phải Oy : 0cd  . 

- Trùng với Oy : 0d  . 

Tiệm cận ngang 
a

y
c

 : 

- Nằm phía trên Ox : 0ac  . 

- Nằm phía dưới Ox : 0ac  . 

- Trùng với Ox : 0a  . 

Giao điểm với trục hoành Ox : ;0 :
b

A
a

 
 

 
 

- Nằm bên trái Oy : 0ab  . 

- Nằm bên phải Oy : 0ab  . 

- Thuộc trục Oy : 0b  . 

Giao điểm với trục tung Oy : 0;
b

B
d

 
 
 

: 

- Nằm phía trên Ox : 0bd  . 

- Nằm phía dưới Ox : 0bd  . 

- Thuộc trục Ox : 0b  . 

Nhận biết tính đơn điệu: 

- Hai nhánh đi lên: 0ad bc  . 

- Hai nhánh đi xuống: 0ad bc  . 
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3. Tính đơn điệu 

Tìm m  để hàm số phân thức  0, 0
ax b

y c ad bc
cx d


   


 đồng biến, nghịch biến trên 

khoảng D 

  Hàm số đồng biến trên D

0

0,

ad bc

y x D d
D

c

 


     
 

 

  Hàm số nghịch biến trên D

0

0,

ad bc

y x D d
D

c

 


     
 

 

4. Tiệm cận 
  Hàm số có hai đường tiệm cận 

  Tiệm cận ngang: 
a

y
c

  (hai hệ số của x  chia cho nhau) 

  Tiệm cận đứng: 
d

x
c

   (nghiệm của mẫu số 0)  

 Đồ thị nhận giao điểm 2 đường tiệm cận ;
d a

I
c c

 
 

 
 làm tâm đối xứng. 

 Nhận 2 đường phân giác của các góc tạo bởi tiệm cận đứng và tiệm cận ngang làm trục 
đối xứng. 

5. Các bài toán min, max 

Cho hàm số 
ax b

y
cx d





 có đồ thị  C . 

Đưa công thức hàm về dạng chính tắc: Đặt  

 

Bài toán 1: Tìm giá trị nhỏ nhất của tổng khoảng cách từ 1 điểm thuộc đồ thị tới 2 đường 

tiệm cận là: 

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2

k k
D X Y X X k

X X
       

(Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 2 số không âm) 
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min 2D k   

Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi 4 2 2X k X k X k       

Bài toán 2: Cho hàm phân thức: 
ax b

y
cx d





 tiếp tuyến tại tiếp điểm M  cắt tiệm cận đứng, 

tiệm cận ngang lần lượt ở A  và B  thì: 

  M  luôn là trung điểm của AB 

 Diện tích IAB   không đổi:  

2

2
IABS ad bc

c
  . 

  Chu vi IAB  nhỏ nhất khi  

M   Trục đối xứng   Đồ thị hàm số. 

( I  là giao điểm của 2 đường tiệm cận) 

 

Bài toán 3: Cho hàm số ( 0, 0)
ax b

y c ad bc
cx d


   


 có đồ thị  C . Hãy tìm trên  C  

hai điểm A và B thuộc hai nhánh đồ thị hàm số sao cho khoảng cách AB ngắn nhất. 

  Ta có: min 8AB k . Xảy ra khi và chỉ khi A BX X k   . 
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3. Khối tròn xoay sinh ra bởi 

Parabol 

21

2
V R h  

 

4. Khối tròn xoay sinh ra bởi Elip 

Thể tích khối tròn xoay khi quay hình phẳng 
giới hạn bởi Elip 

 Quanh trục hoành 24
:  

3
Ox V ab  

 Quanh trục tung 24
:  

3
Oy V a b   

5. Thể tích khối cầu 

 

34

3
V r  

 

6. Thể tích nón 

 

21

3
V r h  

 

7. Thể tích trụ 

 
2V r h  

 

8. Thể tích chiếc phao hình xuyến 

Cái phao có bán kính R  và r  như hình vẽ có 

thể tích là 

2 22V r R   
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9. Thể tích chỏm cầu 

Chỏm cầu có bán kính đáy bằng a  và chiều 

cao bằng h  cắt ra bởi hình cầu có bán kính r . 

 
2

3
3

h
V r h


   

 

10. Thể tích hình nêm 

Hình nêm (như hình vẽ) có các kích thước R, 

h và góc  . 

2 32 2
tan

3 3
V R h R    

 

11. Công thức khối Steinmetz 

Phần giao giữa 
1

4
 hai hình trụ vuông góc, 

cùng bán kính R  có thể tích  
32

3

R
V   

 

Phần giao giữa hai hình trụ vuông góc, cùng 

bán kính R  có thể tích:  
 

316

3

R
V   

 
 

VIII – PHƯƠNG TRÌNH CỦA MỘT SỐ ĐƯỜNG CƠ BẢN ÁP DỤNG VÀO  

BÀI TOÁN THỰC TẾ 

a) Đường thẳng 

Phương trình đường thẳng: y ax b  . 

b) Parabol 

Phương trình parabol: 2y ax bx c   . 

- Nếu parabol có đỉnh nằm trên trục Oy thì Parabol có dạng 2y ax c  . 

- Nếu parabol có đỉnh là gốc tọa độ thì Parabol có dạng 2y ax . 
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c) Parabol xoay ngang 

2  ( 0)x ay by c a     

  

Nếu 0a   Parabol hướng bề lõm theo 

chiều dương của trục Ox. 

Nếu 0a   Parabol hướng bề lõm theo 

chiều âm của trục Ox. 

Trục đối xứng của Parabol 
2

b
y

a
  . Tọa độ đỉnh ;

4 2

b
I

a a

 
  

 
. 

 

c) Đường tròn 

Phương trình đường tròn tâm  ;I a b , bán kính R : 

   
2 2 2x a y b R     

 

 

Phương trình phân trái, phải của đường tròn 
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Phương trình phần trên, dưới của đường tròn 

 

d) Elip 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy , elip có phương trình chính tắc là: 
2 2

2 2
1

x y

a b
  . 

 Hai tiêu điểm:    1 2;0 ,   ;0F c F c   với 2 2c a b    

 Tiêu cự: 1 2 2F F c   

 Độ dài trục lớn là 2a , độ dài trục nhỏ là 2b  

 1 2 2MF MF a   với M  là một điểm bất kì thuộc elip 

Phương trình phần trái, phải của elip 
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7. Tỉ số thể tích trong khối chóp tam giác (Công thức Simson) 

.

.

. .S A B C

S ABC

V SA SB SC

V SA SB SC
     

  

 

 

 

 

 

8. Tỉ số thể tích trong khối chóp tứ giác 

Cho khối chóp tứ giác .S ABCD  có đáy là hình bình hành. 

Một mặt phẳng cắt các cạnh , , ,SA SB SC SD  lần lượt tại 

, , ,M N P Q  sao cho 
SM

x
SA

 , 
SN

y
SB

 , 
SP

z
SC

 , 
SQ

t
SD



. Khi đó: .

.

1 1 1 1

4

S MNPQ

S ABCD

V xyzt

V x y z t

 
    

 
  

và 
1 1 1 1

x z y t
   .  
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9. Tỉ số thể tích trong khối lăng trụ tam giác 

Cho khối lăng trụ tam giác .ABC A B C   . Một mặt phẳng cắt các cạnh , ,AA BB CC    lần 

lượt tại , ,M N P  sao cho ,
AM

x
AA




 
BN

y
BB




, 
CP

z
CC




.  

Khi đó: .

. 3
ABC MNP

ABC A B C

V x y z

V   

 
 . 

 

 

 

 

10. Tỉ số thể tích trong khối hộp 

Cho khối hộp .ABCD A B C D    . Một mặt phẳng cắt các cạnh , , ,AA BB CC DD     lần lượt 

tại các điểm , , ,M N P Q  sao cho ,
AM

x
AA




 
BN

y
BB




, 
CP

z
CC




, 
DQ

t
DD




. Khi đó: 

.

. 4

ABCD MNPQ

ABCD A B C D

V x y z t

V    

  
   

và x z y t   . 
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Lời giải 

a) Khoảng biến thiên: 45 25 20R     

Giá trị đại diện 
25 30

2


 

30 35

2


 

35 40

2


 

40 45

2


 

Thời gian (phút)  25;30   30;35   35;40   40;45  

Số học sinh 8 16 4 2 

Tần số tích lũy 8 24 28 30 

 

 Tìm nhóm chứa 1Q :  30.0,25 7,5 , suy ra 1Q  thuộc nhóm  25;30  

Khi đó: 1

30.0,25 0
25 .5 29,6875

8
Q


    

 Tìm nhóm chứa 2Q :  30.0,5 15 , suy ra 2Q  thuộc nhóm  30;35  

Khi đó: 2

30.0,5 8
30 .5 32,1875

16
Q


    

 Tìm nhóm chứa 3Q :  30.0,75 22,5 , suy ra 3Q  thuộc nhóm  30;35  

Khi đó: 3

30.0,75 8
30 .5 34,53125

16
Q


    

Khoảng tứ phân vị:  3 1 4,84375Q Q Q     

b)  

Bật tần số: qwR31 

Nhập giá trị đại diện và tần số của mỗi nhóm vào 

máy tính: w61 

Bấm T3 

Đọc kết quả:  

 Phương sai:  

 Độ lệch chuẩn:  

Ta thấy giá trị 1 2 3, ,Q Q Q  trong máy tính không 

trùng với đầu mút nào của các nhóm nên 

1 2 3, ,Q Q Q  phải tính bằng công thức. 
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5. Phương pháp ‘buộc chun’ trong hoán vị 

Yêu cầu một số đối tượng phải luôn ở cạnh nhau 

Bước 1. Gom các đối tượng phải "đứng cạnh nhau" thành một khối (gọi là 1 đối tượng duy 

nhất). 

Bước 2. Tính số cách sắp xếp các đối tượng khác và khối đó. 

Bước 3. Tính số cách hoán vị bên trong từng khối. 

Bước 4. Nhân kết quả ở bước 2 và bước 3 lại. 

6. Phương pháp vách ngăn 

Yêu cầu sắp xếp đối tượng không đứng cạnh nhau. 

Bước 1. Tạo các khoảng trống giữa các đối tượng làm "vách ngăn". 

Bước 2. Xác định số lượng phần tử cần đặt vào mỗi khoảng. 

Bước 3. Dùng công thức tổ hợp để tính số cách chọn các vách ngăn hoặc phần tử. 

7. Công thức đếm nâng cao 

Nhóm đối 

tượng 
Tên gọi 

Khi nào dùng?  

(Từ khóa nhận diện) 
Công thức 

Sắp xếp  

thứ tự 

(Lấy )k n  

Hoán vị 
Sắp xếp tất cả n  vật khác 

nhau vào n  chỗ. 
!nP n  

Hoán vị 

vòng quanh 

Sắp xếp n  vật thành một 

vòng tròn. 
 1 !nQ n   

Hoán vị lặp 
Sắp xếp n  vật nhưng có các 

nhóm giống hệt nhau. 
 1 2

1 2

!
,

! !
n

n
P n n

n n
 


 

Hoán vị sai 
Không có vật nào ở đúng vị trí 

ban đầu (xếp nhầm). 
 

0

1
!

!

k
n

n
k

D n
k


   

Chọn và xếp 

thứ tự 

Chỉnh hợp 
Chọn k  vật từ n  vật và có xếp 

thứ tự.  
!

!
k
n

n
A

n k



 

Chỉnh hợp 

lặp 

Chọn k  vật, có thứ tự, một vật 

có thể chọn lại. 

k k
nF n  
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Chọn/chia 

và không 

xếp thứ tự 

Tổ hợp 
Chọn một nhóm k  vật, không 

quan tâm thứ tự.  
!

! !
k
n

n
C

k n k



 

Vách ngăn  

(loại 1) 

Chia n  kẹo cho k  trẻ, mỗi trẻ 

ít nhất 1 cái. 

1
1

k
nC 
  

Vách ngăn  

(loại 2) 

Chia n  kẹo cho k  trẻ, có trẻ 

có thể không có. 

1
1

k
n kC 
   

Tổ hợp lặp 

 

Chọn k  vật từ n  loại, không 

thứ tự, có lặp. 
1

k
n kC    

Chọn không 

kề nhau 

Bổ đề  

Kaplansky 1 

Chọn k  vật từ n  vật hàng 

ngang không cạnh nhau. 
1

k
n kC    

Bổ đề 

Kaplansky 2 

Chọn k  vật từ n  vật vòng tròn 

không cạnh nhau. 

k
n k

n
C

n k



 

III – NHỊ THỨC NEWTON 

1. Công thức khai triển nhị thức Newton 

Với mọi n  và với mọi cặp số ,a b , ta có:  

 
0

. .
n

n k n k k
n

k

a b C a b



    

2. Tính chất 

 Số các số hạng của khai triển bằng 1n  . 

 Số hạng tổng quát có dạng:   1 . .k n k k
k nT C a b
  , k   

 Các hệ số của các cặp số hạng cách đều số hạng đầu và cuối thì bằng nhau: 
k n k
n nC C  . 

Đặc biệt: 0 1n
n nC C  ;  1

1
k k k
n n nC C C

  . 

 Nhận xét: Nếu trong khai triển nhị thức Newton, ta gán cho a  và b  những giá trị đặc 
biệt thì ta sẽ thu được những công thức đặc biệt.  

   0 1 11 ...
n n n n

n n nx C x C x C      

Cho 1x   0 1 ... 2n n
n n nC C C      

    0 1 11 ... 1
n nn n n

n n nx C x C x C       

Cho 1x    0 1 ... 1 0
n n

n n nC C C       
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